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e na konkrétnich piikladech pouZit pravidla pro pocitini s derivacemi,
e definovat derivace vy$8ich fadu,
e najit rovnici te¢ny a normdly ke grafu funkce v daném bodé.

§¢. 7.1 Definice derivace

r i f
Geometricky model

JiZ jsme naznacili, Ze geometricky je derivace funkce v daném bod& smérnici te¢ny k této
funkci sestrojené v tomto bodé€. Pokusme se nyni smérnici te¢ny ke grafu funkce f: y =
= f(x) vbod& T = (xo, f(x0)) vyjadfit. Budeme postupovat ndsledujicim zptisobem —
viz obr. 7.1:

e Zvolime bod P = (x, f (x)) na grafu funkce.

e Sestrojime se¢nu s grafu funkce f urc¢enou body 7 a P.

Bod x budeme pfiblizovat k bodu xo; odpovidajici bod P se ,,bude pohybovat* po
grafu funkce f a pfibliZovat se k bodu T. Se¢na s se pfitom bude ,,pootddet (bude
potdd prochéazet body T a P).

e V okamziku, kdy x splyne s xg, tj. P splyne s T, pfejde se¢na s v p¥imku z, kterou
nazyvame te¢nou ke grafu funkce f v bodé T.

Smérnice se€ny pak ptfejde ve smérnici tecny.

f(x) ................................... SO 3 y= f(x)

@ = F )

f(xO)-_........................: ...................................

Obr. 7.1
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Vyjadiime tento postup pocetné.
Z analytické geometrie vime, Ze rovnice ptimky ve smérnicovém tvaru, kterd je uréena
dvéma body (xo, yo) a (x1, y1), je

Y1— Y0
X1 — X0

y1 — yo = k(x1 — xo), kde k = je smérnice pfimky.

Dile vime, Ze k = tg ¢, kde ¢ je thel, ktery svird pfislu$nd pfimka s kladnou &asti osy x.
Ozna¢me k; smérnici se¢ny a k; smé&rnici tecny a ¢; a ¢, odpovidajici uhly — viz
obr. 7.1. ProtoZe secna s je uréena dvéma body T = (xo, f(x0)) a P = (x, f(x)), plati,

7e
_J@ = f)

X — Xp

ks

Zajim4 nds nyni smérnice teCny. PfibliZujeme-li bod x k bodu xg, pfejde thel ¢
v thel ¢;, a smérnice seény k; = tg @, pfejde ve smérnici te€ny k; = tg ¢;.
Tedy
e el

X—> X0 X~>XQ X — Xp

Pokud tato limita bude existovat a bude kone€nd, bude mit vyznam smérnice k; tecny ¢
vbodé T.

Poznamka 7.1.

1. V8imnéte si, Ze limitu lim W
X—> X0 0

bychom totiZ limitu typu g.

nelze vypoditat prostym dosazenim. Dostali

2. Z predchozich dvah je zfejmé, Ze rovnice teCny v bodé T bude (pfi oznaceni f (xp) = yo)
Y = Yo = ki (x — Xo).

Mechanicky model

UvaZujme hmotny bod, ktery se pohybuje po pfimce p. Ozname ¢ ¢as a s(¢) polohu,
v niZ se bod v Case ¢ nachazi — viz obr. 7.2 (pfipoustime, Ze bod se miiZe i zastavit nebo
vracet).

s(t) — s(to)

' R} p

s(to) s(t)

Obr. 7.2

Nasim tikolem je urcit okamZitou rychlost bodu v Case #y. My$lenka je nasledujici.

e Zvolime ¢asovy okamZik ¢ (napf. ¢z > o) a budeme pro ndzornost pfedpokladat, Ze
v intervalu {fo, t) se bod pohybuje doprava.
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o Priimé&rna rychlost za dobu ¢ — #y (coZ je délka uvaZovaného &asového intervalu) je
podle definice draha, kterou bod v této dobé& urazil, tj. s(t) —s(to), d€lend piirdstkem
casurt — 1.

e PiibliZovédnim okamZiku ¢ k 7, tj. zkracovdnim uva¥ovaného &asového intervalu,
pfejde primérnd rychlost na ¢asovém intervalu (fg, 1) v okamZitou rychlost v ¢ase 1.

Vyjédfime opét tento postup poletng.
Oznaéme v, priimérnou rychlost v &asovém intervale (fg, 7) a vy okamZitou rychlost
v Case 1. Draha, kterou bod urazi za dobu ¢ — 1, je s(¢) — s(tp). Pak plati

_ .draha _s(2) —s(t)
T tas ot —ty

Tedy pro okamZitou rychlost dostaneme

. s(t) — s(t)
vy = lim ——— |
=1 t—1

Odhlédneme-li od oznadeni (s misto f at misto x), vidime, Ze jsme u obou modeld do-
spéli k vySetfovani limity obdobného podilu. Vzhledem k dileZitosti této limity zavadime
nésledujici definici.

Definice 7.2. Necht' xg € D(f). Existuje-li limita
lim J )~ f(x0) |

X—>X0 X —Xp ’ |

znacime ji f'(xp) a nazyvame derivaci funkce. f v bodé/xg.
Je-li f'(x0) € R, pak fikdme, Ze f md v bodé xo vlasini derivaci.
‘Jc i f (x0) = o0, fikdme, Ze funkce f md v bodé xo nevlastni d'envacx(

Definice 7.3. Necht xo € D(f). Existuje-li limita lim M, znac¢ime ji

x—>xg X — X0
f4(x0) a nazgvéme ¢ derzvacz zprava/funkce f v bodé xy.

. x) — f(xo) o o T —
Existuje-li limita lim L—f—, znacime ji f’ (xo) a nazyvdme derivaci Zleva,
x—=xy X — X0

Junkce f v bodé xy.

Z vlastnosti limit (viz véta 6.13) plyne, Ze funkce f md derivaci v bodg x, pravé kdyz
existuji ob& jednostranné derivace funkce f v bod& xy a jsou si rovay. Tedy

fl(xg) = f_;_(.\’u) = )T

B8



@ - - Derivace

Pozndamka 7.4.

1. Jestlize m4 funkce f derivaci v bod& xo, pak je nutn& definovani v n&jakém okol
bodu xp.

2. Oznacime-li x — xo = h, pak x se bliZi k xo pravé tehdy, kdyZ & se bliZi k nule.
Dosadime-li do vzorce definujiciho derivaci za x vyraz xo + A, vyjde

o S FG0) L fo+h) = fo0)

X=X X — XQ r—0 h

Tento vztah se rovné€Z pouZzivé pfi definici derivace.

3. Oznadeni derivace &arkou zavedl Lagrange!. Nekdy se v¥ak pro oznaceni derivace
misto ¢arky pouZiva teCka — napf. piSeme x (¢) (obzvlasté jedné-li se o derivaci podle
Casu).

@ Piiklad 7.5. Uzitim definice derivace zjistéte, zda existuji derivace nasledujicich funkci
danych pfedpisy ;} J(x) = 5

) To= sin v, b) £(x) = | sinx], @f(x) =z

N % 2
¥ ] x =0 fhaw X o : . /
Resent. (0 19 = Ry Zo5- = s 5o = Qs x =0 i s

a) Postupujme podle definice 7.2.
s punty e 330 ,/ ( el o, fv'h-u@ ‘)
. sinx —sin0 . sinx ’
f,(O) =lim—— = lim — = 1.
=0 x-—-0 =0 X

Derivace funkce f(x) = sinx v bodé€ nula tedy existuje a je rovna ¢islu 1. Zamysleme se
nad geometrickym vyznamem tohoto vysledku. JiZ vime, Ze derivace f'(0) pfedstavuje
smérnici te¢ny ke grafu funkce v bod€ (0, f(0)). Smérnice je tangenta dhlu, ktery svira
te¢na s kladnou ¢asti osy x. Tangens je roven 1 pro thel n/4. Te¢na tedy svird s osou

x uhel /4 — viz obr. 7.3 a).
b) Vypoétéme jednostranné derivace funkce f(x) = |sinx| v bodé 0.

, . |sinx| — {sin 0| . |sinx]| . sinx
0 = lim = lim = lim =1,
f+( ) x—0t x—0 x—=0t X x—=0t Xx
. sinx| — |sin0 . sinx . —sinx
fL(0) = lim | . I lim | |= lim = -1,
x>0~ x—0 x—>0— X x—0" X

Tedy f2.(0) # f7(0), a proto f'(0) neexistuje. Graf funkce f ma v tomto bodg jakysi
Hhrot, , §pi¢ku®. V takovém bodé€ nelze sestrojit tetnu — viz obr. 7.3 b).

1 Joseph Louis Lagrange (1736-1813) (¢ti lagranZ) — vyznamny francouzsky matematik a mechanik.
Zabyval se mnoha oblastmi matematiky.
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a) f(x) =sinx b) f(x) = |sinx] c) fix)=3%x

Obr. 7.3

( @Vypoétéme jednostranné derivace funkce f dané pfedpisem f(x) = 3/x:

k-0 ¥x-0 L~
’ = —_— = 1 = 1 —_—— = .
F10) = lim S0 = Tim, 25 = lim, e = oo 4

Plati £} (0) = f/(0) = 400, aproto f'(0) existuje a plati f'(0) = +o00. Opét srovnejte
vysledek s chovanim grafu funkce — viz obr. 7.3 ¢). A

Priklad 7.6. UZitim definice derivace zjistéte, zda existuji derivace nésledujicich funkci @
danych pfedpisy

a) f(x)=x*+1, b) F(x) = Vx2, c) f(x) = sgnx
v bodé xp = 0.

Regeni.

a) Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim pfikladé.

41—+ 1) x4

= lim = = lim x> = 0,
x—0 x>0 X x—0

f(0) = lim

Derivace funkce f v bod€ nula existuje a je rovna Cislu 0. Opét se zamysleme nad
geometrickym vyznamem tohoto vysledku. Derivace f’(0) pfedstavuje sm&rnici te¢ny
ke grafu funkce v bodé (0, f(0)). Smérnice je tangenta thlu, ktery svird te¢na s kladnou
¢asti osy x. Tangens je roven O pro thel 0. Te¢na je tedy rovnob&zna s osou x — viz
obr. 7.4 a).

b) Vypoctéme jednostranné derivace funkce f dané predpisem f(x) = 3/x2:

7x2 — /02 Jx2 -0 1

') = 1 = lim ———= — lim — = 400,

/+©) o0t x—0 ra0t x—0 x—l>I{)1+3/J? +eo
7x2 - 302 Jx2 -0 1

FO=tm XY gim XXX L fim - = —co.
x—=0— x—0 x—0- x—0 x—>0‘ﬁ

Tedy f.(0) # f.(0), a proto f’(0) neexistuje. Z grafu funkce — viz obr. 7.4 b) —
vidime, Ze v tomto bodé nelze sestrojit teCnu. Graf mé v tomto bodé& ,,hrot*.

1y
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X X X
o |0 0
a) fx) =x*+1 b) f(x) = Va2 ¢) f(x) =sgnx
Obr. 7.4
c¢) Pfipomenime, Ze funkci signum jsme definovali na str. 41.
Urceme opét jednostranné derivace:
. sgnx —sgn0 . 1-0 1
(0= lim ——>— =1 = lim — = .
f+( ) x—lg)l"' x—0 x—1>r{)l+ x—0 x—1>r{)1+ X +oo
. sgnx —sgn0 . —1-0 .= o1
"(0) = lim ——>— = lim = lim — = (=1 lim — =
f—( ) x—1>n&— x—0 x—0- x—0 x—lg)l— X ( ) x—1>0‘ X
=—1:(—00) =

Plati f1(0) = f.(0) = +o00, a proto f'(0) existuje a plati: f'(0) = +o00. Jednd se
o funkei nespojitou v bodé 0. Jdeme-1i po grafu funkce zleva doprava, pak ,,v bodé 0
musime provést skok z —1 do 0 (smérem nahoru) a pak z O do 1 (opét smérem na-
horu)*. Takto si u nespojité funkce miiZeme piedstavit geometricky vyznam nevlastnich
derivaci f1 (0) = 400 a f’(0) = 400 — viz obr. 7.4 ¢). A

Zkuste si nyni nakreslit graf néjaké nespojité funkce, kterd bude mit v bod& 0 derivaci
zleva rovnu —oo a derivaci zprava rovnu +00.

g — ALY : g I
V.84 ‘ Véta 7.7. Md-li funkce f v bodé xy € R viastni derivaci, je v tomto bodé spojitd.

Analogické tvrzeni plati pro jednostranné derivace a jednostranné spojitosti.

Diikaz. Necht’ xo € R. Pfedpokliddejme, Ze funkce f ma v bod& x¢ vlastni derivaci, tj.
existuje lim (x) (’“’) = A, A € R. Chceme ukézat, 7e funkce f je spojitd, tj. Ze

X—>Xp

lim f(x)=f (xo). Pro x # xg plati
X—>X(Q

76 = £ = 7o)+ £x0) = LTI ) 1 g,
Tedy
lim f(x) = lim f(x) = 7 (x0) (x — xo0) + f(x0)
X—>Xg x—Xxq X —Xg
= fim L TS00  x) & Jlim f(xo) =
xX—>xq X — Xp x—>x0
=A-0+ f(x0) = 0+ f(x0) = f(x0)- O

.
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Pozndmka 7.8. V&ta 7.7 je velmi ddleZitd. Davé do souvislosti derivaci funkce v bod& a
spojitost funkce v bod&. Rikd, Ze z existence vlastn{ derivace funkce S v bod€ xp plyne
spojitost funkce f v bod€ xo. Opa¢nd implikace ale neplati. Je-li funkce spojitd v daném
bodé€, nemus{ mit v tomto bod¢ derivaci. Napf. funkce f: y = |sinx/, je spojitd v bod&
x = 0, ale nemd v tomto bod& derivaci (viz ptiklad 7.5 b)), a tudiZ ani te¢nu. Také funkce
fry=3/%2 je spojitd v bod€ x = 0, ale nemda v tomto bod& derivaci (viz piiklad 7.6 b)).

Shrneme-li naSe dosavadni pozorovani, dostdvame:

a) Mé-li funkce v daném bodé€ vlastni derivaci, pak je v tomto bodg& spojit4.

b) Mé-li funkce v daném bodg nevlastni derivaci, pak v tomto bod& miZe byt spojita,
ale nemusi. Napfiklad funkce signum (viz p¥iklad 7.6 ¢)) ma nevlastni derivaci a
neni spojitd v bodé 0 a naopak funkce f: y = 3/x (viz pfiklad 7.5 c)) mé nevlastn{
derivaci a je spojitd v bodé 0.

¢) Nema-li funkce v daném bod€ derivaci, pak mizZe, ale nemusi byt v tomto bodé&
spojitd. Pfiklady spojitych funkci, nemajicich derivaci jsou 7.5 b), 7.6 b).

Na pfedchozich piikladech vidime, 7e pfedpoklad vlastni derivace je ve vé&tg 7.7
podstatny. Nevlastni derivace nezarucuje spojitost.

. Je zajimavé si uvédomit, Ze ve vét€ 7.7 staci pfedpokladat existenci vlastnich jedno-
strannych derivaci £ (xo), f.(xo) a funkce f bude v bod¥ x¢ spojitd. Poznamenejme,
Ze tyto jednostranné derivace mohou byt rizné, derivace f”(xq) tedy nemusi existovat, a
piesto je f v bod€ xq spojitd (napf. funkce absolutni hodnota). Zhruba feGeno, ob& vlastni
jednostranné derivace dévaji ob& jednostranné spojitosti, a tedy spojitost.

Doposud jsme mluvili o derivaci funkce v jednom bod& xp. Tato derivace je n&jaké
Cislo. Jestlize ma f derivaci v kaZzdém bodé& definiéniho oboru (popf. n&jaké jeho &4sti),
dostavame novou funkci f’ definovanou takto:

ﬁeﬁﬂfc@ 7.9. Necht existuje vlastni derivace f'(x) funkce f pro vSechna x € M, kde
M C D(f). Pak funkci f': y = f'(x), x € M, nazyvamederivaci funkce fna M.

Obdobné definujeme i f7, f7.
Uvédomme si, Ze, je-li M = (a, b), pak musf platit

e Vx €(a,b): f'(x) eR,
e fi(a) eR,
o f (b) eR.

Umluva: Nebude-li dile Fedeno jinak, budeme pod pojmem derivace rozumét viastni
derivaci.

193
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Obr. 7.9

se viak funkce vynalézaji vyhradné proto, aby byla odhalena nedostateénost visudkii nasich otcii;
kromé tohoto disledku Zddny jiny z nich nelze vyvodit.“ AvSak dal§i vyvoj ukdzal, Ze tentokrat
se mylil. Jisté vite, co je to Brownidv pohyb (pohyb &4stic, napt. pylovych zrnek, vlivem ndrazi
molekul). V r. 1920 Wiener! ukézal, Ze pohyb brownovské Cistice, kterd je tak mald, Ze jeji
setrva¢nost miiZeme zanedbat, se déje po spojité kiivce nemajici nikde te¢nu. Tyto tzv. Wienerovy
procesy hraji mimofadné diileZitou roli v teorii stochastickych procesi, které majf rozsahlé aplikace

v fadé obori (fyzika, elektrotechnika, ekonomie apod.).

7.2 Pravidla pro pocditani s derivacemi

Loiwvois Akl 2B ol fagled — nie . 207-208

Abychom mohli derivace tsp&Sné pouzivat, je nutné se naudit derivovat zdkladni ele-
mentdrni funkce, pomoci nichZ pak zderivujeme ostatni elementarni funkce. Uvedeme si
postupné ¢trnéct zdkladnich vzorct, které je nezbytné umét zpaméti vzhledem k dal$imu
Castému pouZiti.

(¢) =0, c € R (konst.), x € R, (7.1)
Y =r-x"!, reR, x e RY, (7.2)
(sinx) =cosx, x € R, (7.3)
(cosx) = —sinx, x € R, (7.4)
) =¢*, x e R. (7.5)

Poznamka 7.10.

1. Zdiirazn&me, Ze ve vztahu (7.1) je c redln4 konstanta a x je proménnd. Cteme: derivace
konstanty je nula.

2. Obecné vzorec (7.2) plati pro kazdé x € R, ale pro n&které hodnoty r je definiéni
obor $irSi — viz definice mocninné funkce na str. 73. Napfiklad:

Bl

1 -
@)Y =5"xeR, ™ =-4x xeR\(0), ) =1x2x¢e(0 00

apod. Uvédomte si, Ze pomoci tohoto vzorce se derivuji i vSechny odmocniny.

INorbert Wiener (1894—1964) (&ti viner) — vyznamny americky matematik, zakladatel kybernetiky.
Zabyval se abstraktnim integrdlem, funkciondlni analyzou, stochastickymi procesy a kvantovou teori.

)
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Piiklad 7.11. Pomoci definice derivace odvodte vztahy (7.1) pro derivaci konstantni @
funkce a (7.3) pro derivaci funkce sinus.

Reseni,
a) Odvodme nejprve vztah (7.1) pro derivaci konstantni funkce. Ozna¢me fx) =c.
Pak dostdvame

Flao) = tim IO =S6) _ e oo
X—=>X0 X — -xO X—=>X0 X — xO X=X
b) Oznaéme f(x) = sinx. Pak
. . . _ +
F(xo) = Tim sinx —sinxo _ . 2sin %cos% _
X~ X0 X — Xxp X—Xxg X — Xo
. sin*Zx x + xg
= lim ——*— . lim cos =
xX—xp —5_0 X=Xy
= lim sy, lim cos a 0 _ 1 cosxp = cosxg. A

y=>0 vy xX—>Xxp
Piiklad 7.12. Vypoltéte f, je-li f ddna predpisem: @
a) f(x) =x, b) f(x) = x2, ) f(x) =/x,

1 .
d) fx)=—-=x71, &) fx) = Vx7.
X
Reseni.
a) f'(x) = (x) =& = =x=1, xeR
b) f/(x) = (x?) =2x> 1 =2x, x e R.
1
Q) f1@) = (V7) = (x?) = —xf‘l =x 1= 35 X SR
1

d) flf)=@E Y =-Ix"1"1=—x2= — g XE€ R ~ {0}.

7 7 7
e) fl(x) = (x%)/ = Zx%_l = ZX% = Z«/4 x3, x e RT.
3) Loadwet, omf& Kok, saweing a /gde(&p 744 20¢ /
V.34.:  Nasledujici véta ddva névod, jak spocitatederivaci soudtu, rozdilu, souinu a podilu

funkei f a g, zndme-li derivace t&chto funkci. Pfipometime, ¥e derivaci rozumime vlastni
derivaci.
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Véta 7.13. Necht existuji derivace funkci f a g v bodé xp € R. Pak také funkce f + g, |

8 £ acf, kde ¢ € R je konstanta, maji v bodé xy derivaci a plati:
g

D) (f £8)'(x0) = f'(x0) £ g'(x0), (7.6)

ii) (f8)' (x0) = f'(x0)g(x0) + f (x0)g' (x0), (7.7

i) ( S ) (x0) = f'(x0)g (x0)2~ FOOB@0) ) £ 0, (7.8)
g*(x0)

iv) (cf) (x0) = cf’ (x0). (7.9)

Diikaz. V diikazu (i) pouZijeme definici derivace (7.2), definici souctu funkei (3.20) a
pravidla pro po&itani s limitami (véta 6.17):

(f +8)®) — (£ +8) (o) _

(f + &) (x0) = XILH;O

X — X0
_ i @ +8@) = (F@0) +8G0) _
o xX—>XxQ X — Xp -
= Jim T 2T iy EDZECD i) 1 g,
X—>Xp X — X X—>X0 X — Xg

Diikaz vzorce pro rozdil je analogicky. Pro derivaci sou€inu — vztah (ii) — dostaneme

(fg)(x) — (fg)lxo) _ f)g(x) — f(xo)g(x0) _

(f - 8)(x0) = lim = lim =
X—>X9 X — X0 X—x0 X — X0
— lim S (x)g(x) — f(x0)g(x0) + f(x0)8(x) — f(x0)g(x) _
xX—Xp X — X0
~ lim (f(x) — f(x0))gx) + f(x0)(g(x) — g(x0)) _
x—>XxQ X — Xo
— lim Jx) — f(xo) m 8(x) — g(xo) _

xli>n30 g(x) + f(xo) 1

i
X—X0 X — X0 —> X0 X — X0

= f'(x0)g(x0) + f(x0)g’ (x0).

Koneéné pro derivaci podilu — vztah (iii) — plati

/ f _ (L &) flxo)
(!:) (x0) = lim (g)(x) (g)(XO) = lim & -
g X—>x0 X — Xg X-—>Xx0 X — XQ
~ lim fx)gxo) — flxo)g(x) _
x=x0  g(x)g(x0)(x — xo)
- S (x)g(x0) — f(x0)g(x) + f(x0)g(x0) — f(x0)g(x0)

=1
5= g(x)g(x0)(x — xo)

1
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(f(x) — f(x0))g(x0) ~ f(x0)(g(x) — g(Xo))_ _

= lim
x—>Xo g(x)g(xo)(x — xo)
_ b [ 80 - fx0) L f0)(8() — g(o))] _
8(x0)g(xp) [x—>%o X — X9 X—>xp X — X
_ J'(x0)g(x0) — £ (x0)g' (x0)
g2 (x0) '
Vztah (iv) nemusime dokazovat, nebot’ se jednd o specialni piipad vztahu (ii). J
Poznamka 7.14.
1. Maji-li funkce f, g na mnoZiné M C D(f) derivace f’, g’, pak na M plati:
h (fe)=f+¢. i) (fg) = f'g+fe'
!/ 'y ’
iii) (i> B k1 iv) (cf) =cf’.
8 8

Pro zapamatovani je vhodné ¢ist vzorce takto:

2¢6
1

i) ,.derivace souctu je soucet derivaci* a ,,derivace rozdilu je rozdil derivaci*,
ii) ,,derivace soucinu je prvni derivovana krét druhd nederivovand plus prvni nederi-
vovand krat druhé derivovana®, .
iii) ,,derivace podilu je derivovany ¢itatel krat nederivovany jmenovatel minus nederi-
vovany Citatel krt derivovany jmenovatel déleno jmenovatel na druhou®,
iv) multiplikativni konstantu (tj. konstantu, kterou se nisob{) vytkneme.

2. V konkrétnich piikladech Casto pouzivdme misto spravného zdpisu f’(x) ne piilis
korektni oznaceni (f(x))’.
Piiklad 7.15. Vypoltéte f, je-li f ddna pfedpisem:

1
a) f(x) =x3+2x —sinx +2, b) f(x) = —2cosx + 4e* + §x7, ¢) f(x) = xe*,
3x —2

d) f(x) = x%cosx, e) f(X)=m,

f) f(x) =tgx.

Reseni, S vyuZitim véty 7.13 dostévame:

a) f'(x) = (x> +2x —sinx +2) = (%) + 2x)' — sinx) + (2) =
=3x371 4+ 2(x) — cosx + 0 = 3x% + 2 — cos x.

b) f'(x) = (—2 cos x + de* + %x7)/ — (—2cosx) + (4¢%) + (% x7>' =

1 1
= —2(cosx) + 4(e*) + 3 (x")Y = —=2(—sinx) + 4e* + 3 7571 =

7
= 2sinx +4e* + §x6.

c) fl(x) = (xe*) = (x)e* +x(") = 1e* + xe* =¢&* + xe*.

Rl |
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d) f'(x) = (x*cosx) = (x%) cosx + x*(cos x)’ = 2x* L cosx +x%(—sinx) =
2

= 2xcosx — x“sinx.
o Fx) = (3x - 2)/ _ G- (x> + 1) = BGx = (x* + 1) _
x2+1 (x2+ 1)?
G- 1-02+1D—-CBx—2)2x+0) 3x2+3—6x2+4x
= &2 +1)2 = (x2 + 1)2 =
—3x2+4x 43
RS
, , sinx\’/ (sinx) cosx — sinx(cosx)’
) fix) = (tgx) = (cosx) - cos2 x -
_ cosxcosx —sinx(—sinx) cos®x +sinx 1

cos? x N cos? x " cos?x A
Podobné jako v f) pfedchoziho pfikladu se odvodi i vzorec pro derivaci funkce cotg x.
Tedy plati

tgx) =
@ (tgx) cos? x

(cotgx) = —— !

sin? x

, xeR\{g+kn,keZ}, (7.10)

, xeRN{kn, keZ). (7.11)

Poznamka 7.16.

1. Casto je tfeba spocitat derivaci soudinu t# a vice funkef. To Ize udglat vicendsobnym
pouZitim vzorce pro derivaci sou¢inu. Napf. jsou-li f, g a k& funkce majici derivaci,
pak (vynechdme pro strucnost x) je

(fgh) = (feYh+ feh) = (f'e+ feHh+ feh' = f'gh+ fg'h+ feh'.
Napf. je-li f: y = xe”* sinx, pak
F/(x) = (x)'e" sinx + x(e*) sinx + xe*(sinx)’ = " sinx + xe* sinx + xe* cos x.
Obdobny vzorec plati pro derivaci soucinu &tyf a vice funkcei. Napiiklad
(fehk) = f'ghk + fg'hk + fgh'k + fghk'.

Pfedchozi vztahy pro derivace soucinu tif a vice funkei je dobré si zapamatovat, nebot’
hodné urychli pocitani.

2. Je-li ¢ konstanta, pak (ce*)’ = c(e*)’ = ce*, tedy funkce ce* je rovna své derivaci. Lze
dokézat, Ze funkce ce* jsou jediné funkce s touto vlastnosti.

Derivace inverzni funkce

Dile si v§imn&me vypoctu derivace inverzni funkce pomoci derivace funkce ptivodni. To
ndm umoZni napf. spocitat derivace logaritmickych a cyklometrickych funkci. Vyjdeme

e,
2
[~ e J
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z obrazku 7.10. Necht f: y = f(x) je dand funkce a f~': x = f~!(y) inverzni funkce
k funkci f (bez pfeznaleni prom&nnych). V tom piipad® je graf f a f~! tvofen tymiz
body v roving, tedy i te¢ny ke grafiim funkci f a f~! sestrojené v bod& T = (xg, yo) jsou
totoZné.

y=fx)
Yop——————

rd

2z 0 X0 X

T
|
|
|
I
I
|
|
|

Obr. 7.10

Derivace je, jak vime, smérnice te€ny, tj. hodnota tangens jistého dhlu. Pro funkci
f ¥y = f(x) je to thel g, ktery svira te¢na s kladnou ¢asti osy x (nezivisle promé&nn4
je x) apro funkci f~': x = f~1(y) jeto thel v, ktery svird te¢na s kladnou &4stf 0sy y
(nezavisle promé&nnd je y) — viz obr. 7.10. Je zfejmé, Ze pro f'(xg) # 0je f'(xg) =tge
a (f~1(y0) = tgy. ProtoZe ¢ + ¥ = %, plati

“y(xo) = tepr = tg X — o) = _ !
UG =gy =tg(5 ~9) =cotge = == .

Plati tedy nésledujici véta (pfedchozi geometrické zdtivodn&ni neni samoziejmé jeji dikaz,

2N wrw

ten je obtizné&jsi).

‘ Véiq,‘_7.17. Necht funkce f: x = f(y) je spojitd a ryze monotdnni na intervalu I. Nech
' Yo je vnitini bod intervalu I a necht md f v yo derivaci f'(yo). Pak inverzni funkce
f 1y = f1(x) mdv bodé xy = f(yo) derivaci a plati

1
’ je-li ! 0:
00" % i f'(yo) #

_1 7 _
(f77) (x0) = +oo, je-li f'(yo) = 0 afunkce fje na I rostouct, |
—00,  je-li f'(yo) = 0 a funkce fje na I klesajict. ‘

Obdobné tvrzeni plati i pro jednostranné derivace.
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Piiklad 7.18. Vypoctéte derivaci funkce f dané piedpisem:

a) f(x)=Inx, b) f(x) = arcsinx.

| T

A
s
- eae

L
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Resent.
a) UvaZujme funkei f: x = e” a inverznf funkci f~': y = Inx. Podle-pfedchozi véty je

1 1
(Y (x) = (nx) = -

1
(ey)/ oy ; y x > 0.

b) Uvazujme funkci f: x = siny, y € (=%, ) a inverzni funkci f~!: y = arcsinx,
kde x € (—1, 1). Podle pfedchozi véty je
1 1

(Y (x) = (arcsinx) = — = _
(siny) cosy

ProtoZe na intervalu <—%, %) jecosy 2 Oatedy |cosy| = cosy, je

cosy = |cosy| =y/cos?y = /1 —sin?y = /1 —x2,

a tedy
1
(arcsinx) = ,
V1 x?
aviak pouzeprox € (—1, 1) (vkrajnich bodech existuji nevlastni jednostranné derivace
+o0 podle véty 7.17). A

Obdobné se odvodi i zbyvajici vzorce z nasledujici pétice.

1
(nx)'=—, xeRY, (7.12)
1

(arcsinx) = ———, xe(-1,1), 7.13
9 o (-1,1) (7.13)

1
(arccosx) = e fE€ (-1, 1), (7.14)
(arctgx) = 21 x € R, (7.15)

1
(arccotg x)’ = iy ¥ e R. (7.16)

v e .. e . xInx
@ Priklad 7.19. Vypoctéte derivaci funkce f dané pfedpisem f(x) = - .
arcsin x + arctg x

Reseni. Nejprve musime pouZit vzorec pro derivaci podilu. Dostaneme

__ (x1Inx)'(arcsin x 4 arctg x) — x In x (arcsin x + arctg x)’

()

(arcsin x + arctg x)2

(R
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Vyraz x Inx budeme derivovat jako soucin, vyraz arcsin x + arctg x jako soudet. Vyjde

[(x) Inx + x(Inx)"](arcsin x + arctgx) — x In x[(arcsin x)’ + (arctg x)'] .
(arcsin x + arctg x)2 B

fl(x)=

(1 ‘Inx +x - %) (arcsin x + arctgx) — xInx (_'117;? + __leH)

(arcsin x + arctg x)2

. 1,1
_Msmﬂmgx)_““(er )

x241

(arcsin x 4 arctg x)2 ' A

ZD) Derivace sloZené funkce

V.7.1. | Véta 7.20. UvaZujme slofenou funkci F = f o g. P;‘edpbklddejme, e existuje derivace

\funkce g v bodé xg a derivace funkce f v bodé ug = g(xo). Pak i sloZend funkce F md |
derivaci v bodé xg a plati

Fl(xo) = (f 08)'(x0) = f'(uo) - 8'(x0) = f'(g(x0)) - &' (x0).

Priklad 7.21. Vypoctéte derivaci funkce F dané pfedpisem: @
a) F(x) = (3x?—2x+ D% b) F(x) =sin3x, ¢) F(x)=Insinx,

d) F(x) =4 — x2, e) F(x)=a*, a>0,a # 1.

Resent.

a) Vng&jii slozka je f (1) = u'0, vnitini sloZka je u = g(x) = 3x2 — 2x + 1.
Derivace vn&jsi slozky f/(u) = (u!%) = 104® (' znamend derivaci podle u). = 40 {5x*2x: --zf)?’
Derivace vnitfni slozky g’'(x) = (3x2 —2x + 1)) = 6x —2 (' znamen4 derivaci
podle x).
Vysledek: F'(x) = 10(3x% — 2x + 1)°(6x — 2) (’ znamen4 derivaci podle x).
b) Vné&jsi slozka je f(u) = sinu, vnitini slozka je u = g(x) = 3x.
Derivace vnéjsi slozky f/(u) = (sinu)’ = cos u.
Derivace vnitini sloZky g’(x) = (3x)’ = 3.
Vysledek: F'(x) =cos3x -3 =3cos3x (tento zdpis je vhodngj3).
¢) Vnéjsi slozka je f(u) = Inu, vnitini sloZka je u = g(x) = sin x.

Yrvs

Derivace vnéjsi slozky f/(u) = (Inu)’ = —.
u

Derivace vnitini sloZky ¢’(x) = (sinx)’ = cosx.
Vysledek: F'(x) = —
sin x
d) Vné&ji sloZka je f(u) = /u, vnitini slozka je u = g(x) = 4 — x2.

1 1
Derivace vn&jif slozky f'(u) = (Vu) = (u%)' = Eu_% =27
u

- COSX = cotg x.
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Derivace vnitini slozky g’(x) = (4 — x%)’ = —2x.
1 —Xx
Vysledek: Flx) = ——— - (—2x) = - .
Y ) 2V/4 — x? V4 —x?

e) VyuZijeme vztahu mezi exponencidlni funkci o zkladu a a o zékladu e, tj. a* = e*"%.

Pfitom sloZen4 funkce F(x) = e*!"® m4 vn&jii slozku f(u) = €* a vnitini slozku
u = g(x) = xIna, kde Ina je konstanta.

Derivace vnéjsi slozky f'(u) = (e*)’ = e*.

Derivace vnitfni sloZky g'(x) = (xIng) = 1 -Ina = Ina.

Vysledek je: (@*Y =e*Mng = a* Ina. A

Tedy pomoci derivace sloZené funkce obdrZzime pfedposledni vzorec naseho pfehledu
derivaci elementdrnich funkei.

(@) =a*Ina, a>0,a#1, xeR. (7.17)

Zbyvé odvodit vzorec pro derivaci obecné logaritmické funkce f(x) = log, x, kde

X — Inx Ard Miix
a > 0, a # 1. ProtoZe log, x = 1=, dostdvame okamZit&

1 1 1
flx)=+— (nx) = — - -
Ina Ina x

1
(logax)’=m, a>0,a#1, xeR". (7.18)

Vzorec pro derivovéni sloZzené funkce nevylu€uje, Ze vnitini sloZka g je sloZend funkce.
Pak miiZeme snadno derivovat i vicendsobné& sloZené funkce. Napiiklad pro trojndsobné
sloZenou funkci F = f o g o h dostdvame

F'(x0) = (f 0 g o h)'(x0) = f'(g(h(x0))) - &' (h(x0)) - h' (x0)-

@ Piiklad 7.22. Vypoctéte derivaci funkce F dané piedpisem:
a) F(x) = +/sin 3x, b) F(x) =In(x — 2+ vx2 — 4x + 2),

c) F(x) = sin (sin (sinx)).

Reseni.
a) Vn&jsi slozka je f(u) = +/u, vnitini slozka je g(x) = sin3x, coZ je opét sloZend
funkce. . |
Derivace vn&j$i slozky f/(u) = "= (1) = -yt = ——
] y f(w) («l/ﬁ) (u2) Su NG
Diléi vysledek: F'(x) = ———— - (sin3x)’.

2+/s1n 3x
ProtoZe (sin 3x)" = 3 cos 3x — viz pfedchozi piiklad b) — je

1 3cos3x
Fl(x) = - 3cos3x = ————
2+/8in 3x 2+/s8in 3x

i {E
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b) Vné&j3i sloZka je f(u) = Inu, vniténi sloZka je g(x) = x — 2 + /x2 — 4x + 2. Vnitini
sloZka md tvar souctu a navic jeden jeji s¢itanec v/x2 — 4x + 2 je znovu sloZen4 funkce.

Derivace vné&jsi slozky f'(u) = (Inu)’ = —.
u
Derivace vnitfn{ slozky

g =(x—2+Vx2—dx+2) = 1-0+ [:2 —4x +2)2] =
1 5 -1 2 ’
=1+—2-(x —4x+2)72  (x"—4x+2) =

x—2 Vx2 —dx +24+x -2
=14+ —== — .
Vx%—4x 42 Vxt—4x +2

Celkovy vysledek je pak

1 Vxt—4x+2+4x-2 1
x—24+Vx2~4x 42 VxZ—4x +2 VT —4x 42

¢) Budeme jiZ postupovat rychleji

F'(x) =

F'(x) = cos(sin (sin x)) - (sin (sinx))’ = cos(sin (sinx)) - cos (sinx) - (sin x)’ =

= cos(sin (sinx)) - cos (sinx) - cos x. A

Poznamka 7.23.
Je tfeba disledné rozlifovat zépisy

f(x) =sinx2, co¥ je sloZend funkce s vné€jsi sloZzkou sinu a vnitfni

slozkou x2, a

f(x) =sin®x, coZ je sloZend funkce s vn&j3i slozkou u? a vnitini
sloZkou sin x (vlastng je to zkrdceny zépis pro (sin x)?).

Pro derivaci pak dostdivame

(sinx?)’ = (cosx?) - 2x = 2x cos x>

(sin®x)’ = 2sinx - cos x.

Podobn& méme tg x? a tg? x, Inx2 a In? x atd.

Priklad 7.24. Derivujte a upravte : @

——
f(x) = x arcsin \/ x—%—l + arctg /x — /x.
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Reseni. Ozna¢me

-

f1(x) = x arcsin \/% FH(x) = arctg/x,  fa(x) = /.

Pfi derivaci jednotlivych funkci pouZijeme véty o derivaci sou¢inu a podilu funkci a
o derivaci slozené funkce.

/ 1 [x+1 x+1—x
fix) = arcsm +x ii\/ PR
\/1 x+1
X
= arcsin \/ — 2(x O
1
B =S mar
) =
f3(x) = 2ﬁ-
Protoze f'(x) = f{(x) + f3(x) — f3(x), dostdvdme
f'(x) = arcsin [ * + vx + 1 1

Vx+1 "2 +1) " 2/xx+1) 2Jx

arcsin / * +x+1—(x+1) i \/ a
= = arcsin .
Vx+1 2/x(x + 1) x+1 A

_E) Derivace funkei tvaru f(x)5®

Derivujeme-li ,,funkci na funkci® f(x)¢®), nelze p¥imo pouZit ani vzorec (x")’ = nx"~1
(proménné jejenv zékladu) ani vzorec (a*)’ = a* Ina (promé&nn4 je jen v exponentu).

f(x)g(") = 8@ Infx)

Funkci f(x)8®) budeme tedy derivovat jako sloZenou funkci e8®nf@) ¢,
[f(x)g(X)]’ — [eg(x)ln f(x)]’ = e&@)In f(x)[g(x) Inf(x)] =

— FR)E® . [g’(x)lnf(x) - ff( ))f ®|. xeD(HNDE), fox) >o0.

@ Priklad 7.25. Vypoctéte derivaci funkce f dané pfedpisem: . |
a) f(x) = x%, b) f(x) = (sinx)*.

K% |




[
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Regent.

a) VyuZijeme vztahu x* = e*'"*_ Pak derivace
1

f'(x) — (ex.]nx)/ — ex.lnx , (1 nx 4 x _) — xx(lnx 4 1).

x

b) Nejprve funkci upravime

f(x) — (Sinx)cosx — ecosx-]n(sinx)_
Derivace je pak
£ (x) = s ¥In6inD) | (cosx - In(sinx)) =

Insi . . 1
= goosxIn(sinx) | (— sinx In(sinx) + cos x——cosx | =
sin x

2
. . ) cos? x
= (sinx)“®** [ —sinx In(sinx) + — .
sinx

Poznamka 7.26.

207

A

Vsimnéte si, Ze funkce f(x) = x* z predchoziho pfikladu neobycejné prudce roste a
nabyva brzy doslova ,,astronomickych hodnot. Napf. f(1) = =1, f@)= 22 — 4,
f(3) =33 =27, £(10) = 10'° = 10000000000, f(100) = 100'%, co7 je &islo tvaru

»jednicka a 200 nul* (viz také str. 80).

Dfive neZ pfejdeme k daldim kapitolam, shriime si piehledné derivace zdkladnich

elementdrnich funkci, s kterymi jsme se postupné€ seznamili.

(¢) =0, c e R (konst.), x € R,
&Y =r-x""", reR, x e RT,
(sinx) =cosx, x € R,

(cosx) = —sinx. x e R,

) =¢¥, x eR,

1
B = —. xeR\{g+kn,k€Z},
ol

" |
(cotgx) = —— , xeRN{km, keZ},

sinZ x

1
(Inx) = o ¥ e RT,

PE—— 1
(arcsinx)’ = i xe(-1,1),

- 1
(arccosx) = —————, x € (—1,1),

J1—=x2°

Bl @ = & e EEEEE

s
'
= iy

L5
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1
x2+1

(arctgx)’ =

|
(arccotg x) = — P x e R,

x24+1°
(@)Y =a"Ina, a>0,a#1, xeR,

— =] —
Bl (N —

) ,, 1 :
(IOg“x)lz;EZ’ a>0,a#1, xR

Je tfeba si uv€domit, Ze zname-li derivace zdkladnich elementarnich funkc{ a pravidla
pro derivovani, pak umime derivovat kaZdou elementérni funkci. Pfi vypo&tu derivaci je
v8ak tfeba mit ur€ity cvik, ktery se ziskdva propocitdvanim velkého mnoZstvi p¥ikladi.
Bezpodminednym piedpokladem je vSak znalost zdkladnich vzorci. Pfi jejich uceni neni
¢elné se vdzat na proménnou x. Je tieba védet, %e (x2) = 2x, (s2) = 25, (+2)’ = 2¢ atd.
Derivujeme podle pfisluiné proménné.

Vhodné je také ucit se slovn€ vzorce bez proménné, tj. napf. ,,derivace sinu je kosi-
nus®, ,,derivace kosinu je minus sinus®, ,,derivace ptirozeného logaritmu je jedna lomeno
argument* atd.

V pfikladech doposud uvedenych jsme se zaméfovali pouze na vypocet derivace funkce
a nezabyvali jsme se definiénimi obory derivaci. Spravné bychom méli u kazdého piikladu
urcit defini¢ni obor funkce f i derivace f'. Pfi ur€ovédni D(f’) nesmime zapomenout na
to, 2e D(f") C D(f). Derivovéanim transformujeme funkci f na funkci f’. Tato vyslednd
funkce miiZe byt tedy definovana bud’ na mnoZing stejné jako pivodn{ funkce, nebo na
mnoZiné€ ,,uZ§i* nez pivodni funkce.

Piiklad 7.27. Vypoctéte f' aurlete D(f) a D(f”), je-li funkce f zad4na pfedpisem

1
f(x) = arctgx + In \/1 i_i

Reseni.
a) Uréime defini¢ni obor funkce f:
D(f)={xe]R: L+ >0}=
1—x
=xeR: [(I+x>0A1-x>0V(I+x<0Al—-—x<0)]}=
={xeR:xe(-1,D}=(-11D.

b) Derivujeme:

1 1 1 1(1—-x)—-q( —1
f/(x) = 1+x2 + — — _( x)(l fx;;x)( ) —
VIex 2\ 1=
1 11—x 2 1 1. 2

- 1+x2+§1+x(1—x)2= 1+x2+1—x2=1—x4'
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Zatin Jome se setkali pouse » funkosmi typu y & £(x) ,
tody viidy jeme mdii pFims (explieitns) wyjddfenc X+
‘omuto zipisu funkoe budems Fikat explicitni tvar funkee,
Ddle ae mdiemo getket o %zv. parsmetriokfn tvarem funkes.
4ie mime X , y vyjbdFeno pomooc{ n¥jakého parametru % .
Tedy = #(t) » y = ¥{%) 18 < I, kde I jo 1sbovolnd
interval.

Erond toho se miZeme setket se situaci, kdy je funkae

¥ = 2(x) vyjddfena rovnlol F(x,y) « 0 a B t6to rovaice
delze obesnd pPimo vydddFis y . lakovy tvar funkes hudems
. oosyvat implicitaf. '
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Vieohny $#4 siplay funkee si ukdieme na velsi jednodu~
ohém pikled krulinice se s¥isdes v poddtiu a palondren x:
22 YZ » 2

implieitni tver: x% ¢ y% - 2% 0 o (eold kxulnios)
sxpliodtni tvar: y w:\p® = & (mw . wmwiﬁ&

paramotrioky $var : x » r oow % , ¥yoroeins$; 60,20
(bodnota parenetrn $ ¢ (0, odpovi-
44 horni pilkruiiniel,
$ < <{x2n> dolni philkendinds

4+2. Hatlvpce:

Kruiniel (resp. plliruiniod) jeme dovedli smpeet v expli-
citnim tvaru (tente Svar funkos unfme dorivovat), Ale
obeond & impliecitaiho tvaru nemusime undt sioksd tvar
expliciini. Fro%e oo musime naudit derivovat i funkes
danon ioplicitnd. To ei ukdieme v ndoledujfed posndmoe, |

u O, Pmmﬁxmau X v $6to rownicl milems mzéyat Jako
funked prominué g 4 tedy ¥ = £(x) . Tedy nass rowiie
¢1 niZems ohdpat ve tvaru P[x,2(x)] = 0 .

uime«li nyni derivovat rovniod F(z,y) = O podle & ,
pak postupujens tek, Ze¢ o g sachdsime o derivujeme
30 tak, jak jeme svykif, s na y se divdme jako ns
funked prominné x a derivujeme jeo tedy jako slolienon
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funke. (Sapk. (y°) " = 2yy°, t3. sousin derivags
vnijsi alodky a derivece vnltinl slofliy.)

{b) Pleanou v¥tu o deriveci funkoe dané implioitnd nomd~
Eeme %avéﬁta nebo &k Somu bychom potiedovali savede-

, eidinfoh derivaol (¥edy funkei dvou promss

Tipoles darivese funkos dené Aaplicitnd budemes tody

provéddt podle pomadnky (s). Hynf of o ukdliene né-

sornd na ndsdedudiofon pifkiadech

Vyooitdte deriveslt funkes y = £(z) doné rovaled
Poeytal.
Rownicd krulinioe si pPepileme do tvaru ¥(x,y) = 0:

2, 5% =1 # 0. Tuto vovnied derivujenc podle posndmk
4¢34(8)s 26 # 2yy" = O . & 640 rovnice na pedpokledu
y 40 explioitnd vyddatme vy y e~ .
To ul jeo hledand derivace funkoe dané rowniod

22

R

Vypn&wta am.mca funkoe y = £{x) dené rovniai
xsr nmwx “~ye+5m0.

Podle posndaky 4.3.(a) dostdvime:

yP e oxgy ey - 2xy  # 3%° «byy = 0 .

% %6to rovnlee vyjédFime y i
s(«w*eaﬂéx}w-sx -¥ i




Psd,

Pids

Vypoltéte derivact fun
% 008 ¥ ~ go8 2y

dovnicl oi pPepisens do tvaru
Eslny~ovsy+008 3y s0,
Derivujens Ji podle posndmky 4.3.(a):

sin y + sycos ¥y + yedn ¥y ~ 2y'sdn 2y = 0 ,
u&auﬁ vyaddrima y s

. ..‘“..-..:, 3

 TElE - Ao T T EIE Y b R A

Urlote vovnict teliny ke kiivee x° ’,ﬁ -~ 2%y m Q

v bodé [1,1] .

Tedna ko grefu funkoe ¥ w £(x) v bods [a,f(a)] nd podie
posnfinky 1.5.(a) sovaicd y « £{a) = £ (a)u(x - a) .

tnaine tody vypoBitet derivaci funkee ¥ = £{x) Lmplioit~

né dané rovatef 2° + 3% « 2y w0 ¥ bod ¥ @ 1 4
Yesy ooyt

¥ =27(1) o w1 .
dovalos telny Je tedy y = 1 » »(x = 1) ; mifems Ji plew
psat do tvaru x + ¥y » 2 w O ,

maﬁméte éw&mca n&aw&uﬁﬁm funkef y o £(x) danfeh
Lmplicitnds |
l.sas*éyad—#ut} [ﬁ%ﬁ;&ﬁﬁ]
2.(&*1)3@(3**?)3*9130 [%’%53:‘*&‘]
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¢) Z bodi a), b) ihned plyne, Ze

D(f)=(-1,1).
Piiklad 7.28. Vypoctéte derivaci funkce f dané predpisem: f(x) = In (Insinx). @

Reseni. Defini¢ni obor zadané funkce je prdzdnd mnoZina (funkce neni definovéna pro
Zadné x € R). Tedy nema derivaci v Zddném bodé.

£ A A~
'@,\g QAaRL it Cand. Lmfldlow” — ply itomona! pudes A A= 43 (Y0  foredah, @) + ﬁﬁ”‘“ﬁ)
§¢. 7.3 Derivace vyssich Fada

Uvedli jsme jiZ, Ze mé-li funkce f prvni derivaci v kaZdém bod& definiéniho oboru (popt.
na néjaké jeho podmnoZing), dostdvime novou funkci f’. Tato nova funkce miZe mit
v nekterém bod€ xo opét derivaci, tj. miiZe existovat ( f/)’ v bodg x. Toto &fslo nazyvame
druhd derivace funkce f v bod& x¢ a znadime " (xo). Tedy

(o) = (f) (x0)-

Pokud f” opét existuje v kazdém bod& defini¢niho oboru (popt. v kaZdém bodé n&jaké
podmnoZiny defini¢niho oboru), dostdvdme novou funkei f” — druhou derivaci funkce f.
Tu miiZeme opét derivovat (pokud to lze) a dostdvame tfeti derivaci v bodé X0,

I (x0) = (f") (x0)

atd. Pro n 2 4 jiZ nepouZivdme pro oznateni derivace &drku — bylo by to pfili§ nepie-
hledné. Pieme tedy f/, f”, f”, f@, £© atd. Pfitom zdvorky nelze vynechat — f3 je
tfet! mocnina funkce f zatimco ' je tieti derivace funkce f.

l Vsimnéte si pfitom, Ze defini¢n{ obor funkce g(x) = Tz_ je R~ {£1}. A

Definice 7.29. Necht'n € N. Potom n-tou derivaci (nebo derivaci n-tého radus) funkce f ‘
rozumime funkci, kterou ozna¢ujeme £ a definujeme rovnost{

O =y,

pricemz f© = f.

Tedy n-ta derivace je derivaci (n — 1)-ni derivace. Pokud umime poéitat prvni de-
rivace, vypocet vys8ich derivaci nepfinsi Z4dné problémy. Vysledek prosté vzdy opét
zderivujeme. Napf. tfetf derivaci musime spo&itat tak, Ze vypo&itame nejprve prvni a dru-
hou derivaci (neumime ,,pfimo* vypoéitat tfeti derivaci). Geometrického a fyzikéalniho
vyznamu druhé derivace si v8§imneme pozdé&ji v oddilu 9.3.

PFiklad 7.30. Vypoctéte patou derivaci f© funkce f dané predpisem: @

f)=2x*—4x3 +3x2 - x + 1.

t"'ﬁ 7
Pr
- L_ LA
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ReSeni. Postupné dostaneme

f(x) =8x> —12x2 +6x — 1, @) =48
f/(x) = 24x? — 24x + 6, O ) =0.
"(x) = 48x — 24, A

@ Piiklad 7.31. Vypoctéte druhou derivaci f” funkce f dané pfedpisem:

fx) = x%sin/x.
Reseni. Funkce md tvar soudinu a druhy Cinitel je sloZena funkce.
fl(x) = (x2 sin ﬁ)/ = (x?)'sin 4/x + x*(sin ﬁ)'

Pfitom

(sin ﬁ)' = cos +/x (/%) = cos \/E(x%)’ = cos /% - %x_% = C(Z)S\/é; .
Tedy

f/(x) = 2x sin /x + x2 - gs—\/—g-—szm\/_+ —x? cos/x.

Ziskanou derivaci budeme déle derivovat. M4 tvar sou¢tu a kazdy s¢itanec md tvar soucinu.
Dostaneme

£/ = (fY () = (2xsin/x) + ( —x2 cos J_)
= (2x) sin+/x + 2x(sin ﬁ)' + (%x

[/

14 1 3
) cos A/x + Exz(cos ﬁ)/

ProtoZe

(cosﬁ)’:——sinﬁ(ﬁ) = —sin+/x - 2f _Sizllg

. . . /ey Y ¥ 2. o v z
a derivaci (Sln ﬁ) J1Z mame SpOCltanou, muzeme psat

PN COS /X 3 3/ siny/xy
f"(x) = 2sin/x + 2x - 2\/_—I— xcosf+ x( Zﬁ)_

= 28in /X + /x cos /x + Zﬁcos x — szin\/_z
7 1
=2sinﬁ+zﬁcos x—szinﬁ.




L e

B Lh

§9.

7.4 Tecna a normdla

Poznamka 7.32.

1. Po&itdme-li derivace vy38ich ¥ada funkce f, je vhodné vyrazy pro f/, f” atd. pred
dal3im derivovanim upravit a co nejvice zjednodusit (aby se nam sndze derivovalo).

2. VSimné&me si obecn& derivace polynomu. V pfikladu 7.30 jsme zjistili, Ze pata derivace
polynomu stupné &tyfi je nula. Obecné plati, je-li P polynom stupné n, pak (n + 1)-ni
a viechny vys8i derivace jsou identicky nulové (tj. jsou rovny nule v kaZzdém bodg).

3. Pfipomeiime, Ze mé-li funkce f n-tou derivaci, n > 1, ma i v8echny niZ%{ derivace,
specidlné tedy existuje f’, coZ podle véty 7.7 znamend, Ze f je spojitd. Zdiraznéme
pfitom, Ze mluvime o vlastnich, tj. kone¢nych, derivacich.

4. Plati: D(f™) c D(f®D)c --- C D(f") C D(f).

7.4 'Teéna a normala

Na zavér kapitoly o derivacich si uvedeme pfiklady na nalezeni rovnice te¢ny. Pfedpoklda-
dejme dale, Ze existuje vlastni derivace funkce f v bodé€ (xo, f (x0)).

Definice 7.33. P¥imka ¢ o rovnici

y — f(x0) = f'(x0)(x — x0)

se nazyvé tecna ke grafu funkce f v dotykovém bodé T = (xg, f(xp)).
P¥{imka n, kterd prochazi bodem T a je kolmd k te¢n& ¢, se nazyvd normdla ke grafu.
funkce f vbodé T. |

Ze stfedni Skoly vime, Ze ma-li pfimka smérici k£ # 0, md pfimka k ni kolm4
smérnici —%. Tedy, mé-li tecna ¢ ke grafu funkce f sestrojend v dotykovém bod& 7 =
= (X0, yo) (viz obr. 7.11 a)) rovnici

Yy —yo = f'(x0)(x — x0), kde yo = f(x0),

pak norméla n md rovnici

1
J'(x0)
Je-li f'(xp) = 0, m4 te€na rovnici y = yg a je rovnob&znd s osou x. Norméla je pak

rovnobéZna s'osou y a mé rovnici x = x¢ (takové pfimky nemaji smeémicovy tvar) — viz
obr. 7.11 b).

y—Yyo=— (x — xg), pokud f’(xg) # 0.

Poznamka 7.34. VSimnéte si, Ze pfipoustime-li pouze vlastn{ derivaci f’(x¢), pak neni
te¢na nikdy rovnobéZnd s osou y.

211
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S (x0)- fxo)+ ¢

0 0 x:o X

a) f'(x0) # 0, b) f(x0) =0

Obr. 7.11: Te¢na a normadla ke grafu funkce

Piiklad 7.35. Najd€te rovnici te¢ny a normély ke grafu funkce f dané predpisem:

Fx)=vVx2-3x+11

v dotykovém bodé T = (2, 7).
Resent. Nejprve uréime f(xg). ProtoZe bod T leZi na grafu funkce f, dostdvime
yo=f(x0)=f2)=vV4—-6+11=+9=3.
Diéle najdeme smémici teny k; = f'(2). Vypo&teme (derivujeme jako sloZenou funkci)
5 1,01, _1
) =[(x*=-3x+1D?%] = SO =3x+11) 2(2x - 3)

a dosadime x = 2. Dostaneme

1 1 I 1 1 1 1
D=4 -6+11)"24-3) == — 1= = =
1@ 2( + 1D)72( ) 27 2 35 %
Rovnice te€ny tedy je y — 3 = %(x - 2), 4.
. __x+8
Py = 3
Nyni uréime smérnici normaly:
1 |
ky = —— —_ kn=—1=_6
k, —%
Rovnice normdly n pak je y — 3 = —6(x — 2), tj.
n:y=—6x+ 15. A




